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Dans ce cours, on va étudier des transformations du plan P : 
 
Une transformation f du plan est une fonction du plan dans lui-même qui, à tout point M  
associe un point M ′  bien défini. 

     
PP
MMf

→
′a:
 

 
Si MMf ′=)(  on dit que M ′  est l’image de M par la transformation f, ou aussi que M est un 
antécédent de M ′  par f. 
Si, pour un certain point M du plan, MMf =)( , on dit que M est un point fixe, ou invariant 
de la transformation f. 
 
Si F est une figure du plan (un ensemble de points quelconque), on appelle image de F par f 
et on note )(Ff l’ensemble des points de la forme )(Mf  lorsque M décrit F. 
Si FFf =)( , on dit que F est globalement invariante par f. Cela ne signifie pas forcément 
que tous les points de F sont fixes par f. 
Exemples : Un segment [ ]AB  est globalement invariant par la symétrie centrale dont le centre 
est le milieu de [ ]AB , mais seul le milieu de [ ]AB  est un point fixe par cette transformation. 

Une droite ( )AB  est globalement invariante par la translation de vecteur AB alors que cette 
transformation n’a aucun point fixe. 
Soient F et F ′  deux figures et f une transformation. Si l’on prouve que, quel que soit le point 
M de F, )(Mf  appartient à F ′ , on aura prouvé que FFf ′⊂)( . Si l’on doit prouver que 

FFf ′=)(  il reste à prouver que tout point de F ′  est bien l’image d’au moins un point de F. 
 
Exemple : La transformation qui, à tout point M du plan associe le point M lui-même s’appelle 
la transformation identique, ou l’identité, et se note id. 
Pour cette transformation, tous les points sont invariants. 
 
Étant données deux transformations f et g, on peut définir la transformation composée de f et 
de g : 
 
La transformation composée de f et de g, notée gof , est la transformation qui à tout point M 
du plan associe le point ( ) ( ))()( MfgMgof = . 

 
Si MMgMMf ′′′′ aa :: , alors MMgof ′′a: . 
En effet ( ) ( ) MMgMfgMgof ′′=′== )()()( . 
Si f, g et h sont trois transformations : )()( gofhoofhog = . 
En général foggof ≠ . Lorsque foggof = , on dit que les transformations f et g commutent. 
 
De plus toutes les transformations considérées par la suite seront bijectives. 
 
Une transformation f du plan est bijective (ou une bijection) si tout point N du plan a un 
antécédent unique par f. 



 
Contre-exemple : Soit D une droite et p la projection orthogonale sur D. 
p est une transformation qui n’est pas bijective. En effet, tous les points de D ont une infinité 
d’antécédents alors que les points qui ne sont pas sur D n’ont aucun antécédent. 
 
Le caractère bijectif d’une transformation f permet de définir sa réciproque 1−f . 
 

La réciproque 1−f  d’une transformation bijective f est la transformation qui, à tout point N 
associe son unique antécédent par f. 
 

1−f  est une transformation bijective et ( ) ff =−− 11 . idofffof == −− 11 . 

Si f et g sont deux transformations bijectives, gof est bijective et  ( ) 111 −−− = ogfgof . 
En effet, soit M ′′  un point quelconque du plan, M ′  son unique antécédent par g et M 
l’unique antécédent de M ′  par f. M est l’unique antécédent de M ′′  par gof  : 

MMgMMf ′′′′ aa :: , alors MMgof ′′a: . 

De plus : ( ) ( ) MMfMgfMogf =′=′′=′′ −−−−− )()()( 11111  ; on a donc bien ( ) 111 −−− = ogfgof . 
 
Dans la suite de ce cours, « transformation » signifiera pour nous « transformation bijective ». 
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Les premières transformations auxquelles on va s’intéresser sont les isométries. 
 
Une isométrie f du plan est une transformation du plan qui conserve les distances, c’est-à-dire 
que : pour tous les points M et N du plan, si M ′  et N ′  désignent leurs images par f, on aura 

NMMN ′′= . 
 
On peut démontrer que les isométries transforment respectivement un segment, une demi-
droite, une droite, un cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle. 
Plus précisément, f désignant une isométrie : 
l’image du segment [ ]AB  est le segment [ ])()( BfAf  ; ces deux segments ont la même 
longueur ; 
l’image de la droite( )AB  est la droite ( ))()( BfAf  ;  
l’image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre )(Af et de rayon r. 
 
On dit que les isométries conservent le parallélisme parce que les images de deux droites 
parallèles sont deux droites parallèles. 
On dit qu’elles conservent la perpendicularité parce que les images de deux droites 
perpendiculaires sont deux droites perpendiculaires. 
On dit qu’elles conservent les milieux parce que si I est le milieu du segment [ ]AB  )(If  est le 
milieu de [ ])()( BfAf . 
Plus généralement les isométries conservent les barycentres. 
Cela signifie que si G est le barycentre des points pondérés );( 11 αA , );( 22 αA  ... );( kkA α , 

son image )(Gf  est le barycentre des points pondérés );)(( 11 αAf , );)(( 22 αAf  ... 
);)(( kkAf α . 

On dit qu’elles conservent les angles non orientés parce que si l’on ne tient pas compte de 
l’orientation les angles CBA ˆ  et CBA ′′′ ˆ  sont égaux (A, B et C désignent des points distincts et 
A′ , B′  et C ′  désignant leurs images. 
 
Les isométries qui conservent l’orientation des angles s’appellent des déplacements. 
Les isométries qui renversent l’orientation des angles s’appellent des antidéplacements ou des 
retournements.. 
La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement. 
La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement, ou d’un antidéplacement et d’un 
déplacement est un antidéplacement. 
 
Il apparaîtra dans ce cours qu’il existe dans le plan quatre sortes d’isométries : les 
translations, les rotations, les symétries axiales et les symétries glissées. 
Les translations et les rotations sont des déplacements, les symétries axiales et les symétries 
glissées sont des antidéplacements. 
 



Voici les définitions correspondantes : 
 

Soit u  un vecteur du plan. La translation de vecteur u , notée 
u

t , est la transformation qui, à 

tout point M du plan, associe le point M ′  tel que uMM =′ . 
 

 
La réciproque de la translation de vecteur u  est la translation de vecteur u−  : 

uu
tt

−

− =1 . 

La composée de deux translations est une translation : 
uvvuvu

otttott ==
+

. 

La translation de vecteur 0  est l’identité : idt =
0

. 

Une translation autre que id n’a pas de point fixe. 
 
Soit Ω  un point du plan et α un angle orienté. La rotation de centreΩ  et d’angle α, notée 

α;Ωr   est la transformation qui, à tout point M du plan, associe le point M ′  tel que MM =′  si 

Ω=M  et tel que MM ′Ω=Ω  et ( ) α=′ΩΩ MM ;  sinon. 

Si [ ]πα 20= , α;Ωr  est l’identité. Si [ ]πα 20≠ , α;Ωr n’a que Ω  comme point fixe.  

Si [ ]ππα 2= , α;Ωr  est la symétrie centrale de centre Ω , notée Ωs . 

La réciproque de la rotation de centreΩ  et d’angle α est la rotation de centreΩ  et 

d’angle α−  : αα −Ω
−

Ω = ;

1

; rr . 

Il est facile de composer deux rotations de même centre : αββαβα ;;;;; ΩΩ+ΩΩΩ == orrrorr . 

u  



En particulier idoss =ΩΩ  : Ω
−

Ω = ss 1 . 

 
Propriété 
Si A et B sont deux points distincts du plan, et A′  et B′  leurs images respectives par α;Ωr , on 

aura : ( ) α=′′BAAB ; . 
 

Soit ∆  une droite du plan. La symétrie axiale d’axe ∆ , notée ∆s , est la transformation qui, à 

tout point M du plan, associe le point M ′  tel que MM =′  si ∆∈M et tel que ∆  soit la 
médiatrice de [ ]MM ′  si ∆∉M . 

 

α Ω



 
A la place de « symétrie axiale », on peut aussi dire « réflexion » ou « symétrie orthogonale ». 
La réciproque de la symétrie axiale d’axe ∆  est elle-même : ∆

−
∆ = ss 1  ; idoss =∆∆ . 

Les points fixes de ∆s  sont les points de ∆ . 
 

Soit ∆  une droite du plan et u  un vecteur directeur de ∆ . La symétrie glissée d’axe ∆  et de 

vecteur u , notée 
u

s
;∆

, est la transformation ∆ost
u

. 

 

uuu
otsosts ∆∆∆

==
;

. 
uuu

toss
2;;

=
∆∆

. 

Une symétrie glissée n’a pas de point fixe. 

La réciproque de la symétrie glissée d’axe ∆  et de vecteur u  est la symétrie glissée d’axe ∆  

et de vecteur u− . 
 

∆



 

u

∆
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Soient 1D  et 2D  deux droites du plan. Dans cette fiche nous allons composer les symétries 
axiales 1s  et 2s  d’axes respectifs 1D  et 2D . 
 
Cas où les droites 1D  et 2D  sont parallèles 
 
Soit M un point quelconque du plan. Soient 1O  et 2O  ses projetés orthogonaux respectifs sur 

1D  et 2D . Notons )(1 MsM =′  et )(2 MsM ′=′′ . 

1O  est le milieu de [ ]MM ′  ce qui s’écrit aussi MOMM ′=′ 12 . 

2O  est le milieu de [ ]MM ′′′  ce qui s’écrit aussi 22 OMMM ′=′′′ . 

On a alors : 212 OOMM =′′ . 

Il n’est pas difficile de montrer que le vecteur 21OO  ne dépend pas du choix du point M mais 
dépend uniquement des droites 1D  et 2D . 

La composée 12oss  est donc la translation de vecteur 212 OO . 
 

 
 
La composée 12oss  de deux symétries axiales d’axes 1D  et 2D parallèles est une translation 
dont le vecteur est perpendiculaire à ces droites. 

 Si 21OO  est un vecteur perpendiculaire à 1D  et 2D  avec 11 DO ∈  et 22 DO ∈ , le vecteur de 

cette translation est 212 OO . 

 
Remarques 
 
1) Sauf dans le cas où 1D  et 2D  sont confondues et où idossoss == 2112 , 1s  et 2s  ne 

commutent pas : 12oss  est la translation de vecteur 212 OO  et 21oss  est la translation de 

vecteur 122 OO . 
 
2) Toute translation peut donc être décomposée, d’une infinité de manières différentes 
possibles, comme la composée de deux symétries axiales d’axes parallèles entre eux et 
perpendiculaires au vecteur de la translation. 



 
Cas où les droites 1D  et 2D  sont sécantes 
 

Soient 1v  et 2v  des vecteurs directeurs de 1D  et 2D  respectivement. Appelons O le point 
d’intersection de 1D  et 2D . Notons )(1 MsM =′  et )(2 MsM ′=′′ . 
Supposons que Ω≠M . 

Nous avons alors : ( ) ( )MOvMOOM ′=′ ;2; 1  et ( ) ( )2;2; vMOMOMO ′=′′′  d’où  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2121 ;2;2;2;;; vvvMOMOvMOMOMOOMMOOM =′+′=′′′+′=′′ . 
D’autre part : MOOM ′=  et MOMO ′′=′  d’où MOOM ′′= . 
 

 
 
Le point O est fixe pour la transformation 12oss . 

12oss  est donc la rotation de centre O et d’angle ( )21 ;2 vv . 
 
 
La composée 12oss  de deux symétries axiales d’axes 1D  et 2D sécants en O est une rotation 
de centre O. 

 Si 1v  et 2v  sont des vecteurs directeurs respectifs de 1D  et de 2D , l’angle de cette rotation 

est ( )21 ;2 vv . 

 
 



Remarques 
 

1) L’angle ( )21 ;2 vv  dépend des droites 1D  et 2D  mais pas des vecteurs directeurs 1v  et 2v   
choisis sur ces droites. 

Si par exemple on remplace 1v  par 1v− , on a : 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]π2;2;2;2;2 21211121 vvvvvvvv =+−=−   car ( ) [ ]ππ 2; 11 =− vv . 
 
2) Sauf dans le cas où 1D  et 2D  sont perpendiculaires et où Ω== sossoss 2112  (symétrie 

centrale de centre O, 1s  et 2s  ne commutent pas : 12oss  est une rotation d’angle ( )21 ;2 vv  et 

21oss  est une rotation d’angle ( )12 ;2 vv . 
 
3) Toute rotation peut donc être décomposée, d’une infinité de manières différentes possibles, 
comme la composée de deux symétries axiales d’axes sécants au centre de cette rotation. 
 
4) On verra que toute isométrie du plan peut être obtenue en composant une, deux ou trois 
symétries axiales. 
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Théorème 
Soit f une isométrie et O un point du plan. 
 
L’isométrie f se décompose d’une manière unique sous la forme togf = , où t désigne une 
translation et g désigne une isométrie laissant O fixe. 
 
Preuve 
Soit togf = une telle décomposition, à supposer qu’elle existe. 

On doit avoir ( ) )()()( OtOtogOf == . La translation t ne peut donc être que la translation de 

vecteur )(OOf . De plus togf =  d’où oftg 1−= . 
Ce qui précède montre que la décomposition togf = est, si elle existe, unique. 
 
Posons maintenant 

)(OOf
tt =  et oftg 1−= . g est bien une isométrie comme la composée de 

deux isométries. 
De plus ( ) ( ) OOftOoftOg === −− )()()( 11  donc O est bien un point fixe de g. 

Finalement ( ) foftotofttotog === −− 11 . Ceci montre l’existence de la décomposition citée 
dans le théorème. 
 
Le théorème montre qu’une isométrie quelconque peut toujours être obtenue, et ce d’une 
infinité de manières (le choix de O est libre), comme composée d’une isométrie laissant un 
point fixe et d’une translation. 
 
Le théorème suivant va décrire toutes les isométries ayant au moins un point fixe. 
 
Théorème  
1) Une isométrie fixant trois points A, B et C non alignés est l’identité. 
2) Une isométrie distincte de l’identité fixant au moins deux points distincts A et B est la 
symétrie axiale d’axe )(AB . 
3) Une isométrie ne fixant que le point A est une rotation de centre A et d’angle non nul. 
 
Preuve 
Soit f une isométrie. 
1) Supposons que f fixe trois points A, B et C non alignés. Soit M un point quelconque du plan 
et M ′  son image par f. f conservant les distances, on doit avoir MAAM ′= , MBBM ′=  et 

MCCM ′= . Si MM ′≠ , les trois points A, B et C devraient être tous les trois sur la 
médiatrice de [ ]MM ′ , ce qui est impossible puisqu’ils ne sont pas alignés. 
On a donc MM ′=  et tous les points sont donc fixes : idf = . 
 



2) Supposons que f fixe deux points A et B distincts. 
Soit C un point qui n’est pas sur la droite )(AB . D’après 1), CCCf ≠′=)( car sinon on 
aurait idf = . f conservant les distances, on doit avoir CAAC ′= et CBBC ′= , donc la droite 

)(AB  est la médiatrice de [ ]CC ′ . 
Considérons l’isométrie ofsg AB)(= . On voit que AAg =)( , BBg =)(  et 

( ) ( ) CCsCfsCg ABAB =′== )()( )()( . D’après la partie 1) de notre théorème idofsg AB == )(  

d’où, en composant avec )( ABs  : ( ) ( ) )()()()()()( ABABABABABAB soidsfidofofossofsos ===== . 

 
3) Supposons que f ne fixe que le point A. Soit B un point distinct de A, )(BfB =′  et ∆  la 

médiatrice de [ ]BB ′ . f conservant les distances, on doit avoir BAAB ′= , ce qui signifie que 
∆∈A . 

Considérons l’isométrie ofsg ∆= . On voit que ( ) AAsAfsAg === ∆∆ )()()(  et que 
( ) BBsBfsBg =′== ∆∆ )()()( . On peut donc appliquer à g ce que l’on a montré dans la 

partie 1) ou la partie 2).  
Si g était l’identité, on aurait ∆= sf  ce qui est impossible puisque f n’a qu’un seul point fixe. 
On a donc )( ABsofsg == ∆  d’où )( ABossf ∆=  : les droites ∆ et )(AB étant sécantes en A, f est 

une rotation de centre A. 
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On va travailler dans le plan muni d’un repère orthonormé direct ( )21 ,; eeO  . 
 
Écriture complexe des translations  
La translation 

u
t  de vecteur u  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′  d’affixe 

u
zzz +=′ , où 

u
z  désigne l’affixe de u . 

 
Écriture complexe des rotations 
La rotation α;Ωr de centreΩ  et d’angle α,  est la transformation qui, à tout point M d’affixe z 

le point M ′  d’affixe ΩΩ +−=′ zzzez i )(α . 

 
Preuve 
Si Ω= zz , la formule proposée donne bien Ω=′ zz . 

Si Ω≠ zz , 
Ω

Ω

−
−′

zz
zz

est un complexe dont le module doit valoir 1=
Ω

′Ω
M
M

 et dont un argument 

doit valoir ( ) α=′ΩΩ MM ;  d’après la définition de la rotation. 

On a donc αie
zz
zz

=
−
−′

Ω

Ω  et la formule annoncée. 

 
Pour résumer, on voit que les translations et les rotations du plan ont une écriture complexe de 
la forme bazz +=′ , a et b étant des complexes avec 1=a . 

Dans la cas de la translation : 1=a  et 
u

zb = . 

Dans la cas de la rotation : αiea =  et )1( αiezb −= Ω . 
 
Réciproquement, si une transformation du plan a une écriture complexe de la forme 

bazz +=′ , a et b étant des complexes avec 1=a , on va montrer que c’est une translation 
ou une rotation. 

En effet, si 1=a , il s’agit d’une translation 
u

t  de vecteur u d’affixe b. 

Si 1≠a  la transformation admet pour seule point fixe le point Ω  d’affixe 
a

b
z

−
=Ω 1

. 

En soustrayant membre à membre les égalités 




+=
+=′

ΩΩ bazz

bazz
 on obtient )( ΩΩ −=−′ zzazz et 

puisque 1=a  on peut écrire a sous la forme αiea = . La transformation est donc bien une 

rotation de centre Ω  et d’angle α. 
 



Composée de deux rotations  
 
Soient f et g deux rotations d’écritures complexes respectives 1bzez i +=′ α  et 2bzez i +=′ β , 
la transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )21
)(

21)( bbezebbzeez iiii ++=++=′′ + ββααβ . 
C’est une transformation dont l’expression complexe est bien de la forme BAzz +=′′  avec 

1=A .  

Si [ ]πβα 20=+ , 1=A  et gof  est une translation. 
Si [ ]πβα 20≠+ , 1≠A  et gof  est une rotation d’angle βα + . 
 
Composée d’une rotation et d’une translation 
 
Soit f une rotation d’écriture complexe 1bzez i +=′ α  et g une translation d’écriture complexe 

2bzz +=′ . 
La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )2121)( bbzebbzez ii ++=++=′′ αα . 
gof  est donc une rotation d’angle α .  
 
 
Composée d’une translation et d’une rotation 
 
Soit f  une translation d’écriture complexe 1bzz +=′  et  g une rotation d’écriture complexe 

2bzez i +=′ α  
La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )2121)( bbezebbzez iii ++=++=′′ ααα . 
gof  est donc une rotation d’angle α .  
 
Description des déplacements du plan 
 
On peut maintenant décrire, avec l’aide des théorèmes de la fiche 4, l’ensemble des 
déplacements du plan. 
 
En effet le théorème décrivant les isométries fixant un point nous a indiqué que les seuls 
déplacements fixant au moins un point étaient l’identité et les rotations. 
 
Si un déplacement f ne fixe aucun point, il peut, comme toute isométrie, se décomposer sous 
la forme togf = , où t désigne une translation et g désigne une isométrie laissant un point O 
fixe. g doit être un déplacement sinon togf =  serait un antidéplacement. 
g ne peut donc être que l’identité ou une rotation. 
Si g est l’identité, f est une translation. 
Si g est une rotation, togf =  est une rotation : ce cas n’est pas possible si f ne fixe aucun 
point. 
 
En conclusion :  les déplacements du plan sont les translations et les rotations. 
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On rappelle que le plan muni est d’un repère orthonormé direct ( )21 ,; eeO  . 
 
Ecriture complexe des symétries axiales 
La symétrie axiale ∆s  dont l’axe ∆ passe par le point Ω  et admet le vecteur v  comme vecteur 

directeur associe, à tout point M d’affixe z le point M ′  d’affixe ( ) ΩΩ +−=′ zzzez i θ2  où θ  

désigne une mesure de l’angle ( )ve ;1 . 

 

Preuve 
Soit 0∆ la droite contenant Ω  et parallèle à l’axe des abscisses et soit s la symétrie d’axe 0∆ . 

L’isométrie oss∆  est la rotation θ2;Ωr de centre Ω  et d’angle θ2 . 

Puisque ossr ∆Ω =θ2; , on a : ( ) osrososss θ2;Ω∆∆ == . 

Déterminons d’abord l’écriture complexe de s. Si M est un point d’affixe z, appelons 1M son 
image par s et 1z son affixe. 

Supposons Ω≠ zz et calculons 
Ω

Ω

−
−

zz

zz1 . 

1MM Ω=Ω  donc 11111 =
Ω
Ω=

−
−

=
−

−
=

−
−

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

M
M

zz

zz

zz

zz

zz

zz
. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).;;  puisque   0;;

argargargargargargarg

111111

111
1

MeMeMeMe

zzzzzzzzzzzz
zz

zz

Ω−=Ω=Ω+Ω=

−+−=−−−=−−−=






−
−

ΩΩΩΩΩΩ
Ω

Ω

. 

1e

∆

0∆

θ  

v

Ω



On a donc : 11 =
−
−

Ω

Ω

zz

zz
 et ΩΩ −=− zzzz1 , égalité valable même si Ω= zz . 

Il reste à composer s avec θ2;Ωr  pour trouver osrs θ2;Ω∆ = . 

MMrMMs ′Ω aa 12;1 :: θ        :     ( ) ( )ΩΩΩ −=−=−′ zzezzezz ii θθ 2
1

2 , d’où le résultat. 
 
Représentation complexe des symétries glissées 

La symétrie glissée ∆∆
= osts

uu;
dont l’axe ∆ passe par le point Ω  et admet le vecteur v  

comme vecteur directeur associe, à tout point M d’affixe z le point M ′  d’affixe 

( )
u

i zzzzez ++−=′ ΩΩ
θ2  où θ  désigne une mesure de l’angle ( )ve ;1 . 

 
 
Pour résumer, on voit que les symétries axiales et les symétries glissées du plan ont une 
écriture complexe de la forme bzaz +=′ , a et b étant des complexes avec 1=a . 

Dans la cas de la symétrie axiale: θ2iea =  et ΩΩ +−= zzeb i θ2 . 

Dans la cas de la symétrie glissée : θ2iea =  et 
u

i zzzeb ++−= ΩΩ
θ2 . 

 
Réciproquement, si une transformation du plan a une écriture complexe de la forme 

bzaz +=′ , a et b étant des complexes avec 1=a , on peut montrer qu’il s’agit d’une 
symétrie axiale ou une symétrie glissée . 
Dans le cas où la transformation admet un point fixe Ω  la preuve est facile. En soustrayant 

membre à membre les égalités 




+=
+=′

ΩΩ bzaz

bzaz
 on obtient )( ΩΩ −=−′ zzazz . En écrivant a 

sous la forme θ2ie , on voit que ( ) ΩΩ +−=′ zzzez i θ2  : c’est bien l’écriture d’une symétrie 
axiale. 
 
Comment reconnaître une symétrie axiale et une symétrie glissée 
Soit une transformation f d’écriture complexe bzaz +=′ , a et b étant des complexes avec 

1=a . 

Si f est une symétrie axiale, pour tout point M, le milieu de [ ])(MMf  doit être fixe, en 
particulier le milieu de [ ])(OOf  doit être fixe. Réciproquement si le milieu de [ ])(OOf  est 
fixe alors f est une symétrie axiale puisqu’une symétrie glissée n’a aucun point fixe. 

)(Of  a pour affixe b et le milieu de [ ])(OOf  a pour affixe 
2
b

. 

f est une symétrie axiale si et seulement si : b
b

a
b +






=

22
, condition qui s’écrit aussi : 

   0=+ bba . 
On peut également retrouver cette condition en considérant que, si f est une symétrie axiale, 

idfof =  tandis que si f est une symétrie glissée ∆∆
== ostsf

uu;
, on aura 

u
tfof

2
= . 

Cette deuxième méthode permet de plus de déterminer le vecteur u  à partir de l’écriture 
complexe d’une symétrie glissée. 
 



Composée de deux symétries axiales 
 
Soient f et g deux symétries axiales d’écritures complexes respectives 11 bzaz +=′  et 

22 bzaz +=′ , la transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

212122112 )( bbazaabbzaaz ++=++=′′ . 
C’est une transformation dont l’écriture complexe est bien de la forme BAzz +=′′  avec 

1=A  puisque 12 aaA =  et 1121212 =×=×== aaaaaaA . C’est donc un 

déplacement (translation ou rotation) comme on l’a vu dans la fiche 3. 
 
Composée d’une symétrie axiale ou d’une symétrie glissée et d’une translation 
 
Soit f une symétrie axiale ou glissée d’écriture complexe 11 bzaz +=′  avec 11 =a  et g une 

translation d’écriture complexe 2bzz +=′ . 
La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )211211 )( bbzabbzaz ++=++=′′ . 
gof  est donc une symétrie axiale ou glissée. 
 
Composée d’une translation et d’une symétrie axiale ou d’une symétrie glissée 
 
Soit f  une translation d’écriture complexe 1bzz +=′  et  g une symétrie axiale ou glissée 

d’écriture complexe 22 bzaz +=′  avec 12 =a . 
La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )2122212 )( bbazabbzaz ++=++=′′ . 
gof  est donc une symétrie axiale ou glissée. 
 
Description des antidéplacements du plan 
 
On peut maintenant décrire, avec l’aide des théorèmes de la fiche 4, l’ensemble des 
antidéplacements du plan. 
 
En effet le théorème décrivant les isométries fixant un point nous a indiqué que les seuls 
antidéplacements fixant au moins un point étaient les symétries axiales. 
 
Si un antidéplacement f ne fixe aucun point, il peut, comme toute isométrie, se décomposer 
sous la forme togf = , où t désigne une translation et g désigne une isométrie laissant un 
point O fixe. g doit être un antidéplacement sinon togf =  serait un déplacement. 
g ne peut donc être qu’une symétrie axiale. 

togf =  est alors une symétrie axiale ou glissée : puisque f ne fixe aucun point, c’est une 
symétrie glissée. 
 
En conclusion :  les antidéplacements du plan sont les symétries axiales et les symétries 
glissées. 
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Définition  
Soit Ω  un point du plan et k un réel non nul. L’homothétie de centreΩ  et de rapport k, notée 

kh ;Ω   est la transformation qui, à tout point M du plan, associe le point M ′  tel que 

MkM Ω=′Ω  
 
Cas particuliers et premières propriétés 
Si 1=k , idh k =Ω ; . Si 1≠k , Ω  est le seul point fixe de kh ;Ω . 

Si 1−=k , ΩΩ = sh k; . Les symétries centrales sont aussi les homothéties de rapport -1. 

kh ;Ω  est une bijection ; la bijection réciproque est kh /1;Ω . 

Si A et B sont deux points, et A′  et B′  leurs images par kh ;Ω , on a : AkA Ω=′Ω  et 

BkB Ω=′Ω , d’où par différence : ABkBA =′′  et donc ABkBA =′′ . 

Une homothétie de rapport k multiplie donc les distances par k  et les aires par 2k . 
Les seules homothéties qui sont des isométries sont l’identité ( 1=k ) et les symétries 
centrales ( 1−=k ). 
 
On peut démontrer que les homothéties transforment respectivement un segment, une demi-
droite, une droite, un cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle. 
 
Plus précisément, en conservant les notations précédentes : 

• l’image du segment [ ]AB  est le segment [ ]BA ′′  et ABkBA =′′  ; 

• l’image de la droite( )AB  est la droite ( )BA ′′  qui est parallèle à ( )AB ;  

• l’image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre A′ et de rayon rk . 
 
Les homothéties conservent le parallélisme, la perpendicularité, les milieux, les barycentres et 
les angles orientés (que leur rapport soit positif ou négatif). 
 
Écriture complexe des homothéties 
L’homothétie kh ;Ω de centreΩ  et de rapport k  est la transformation qui, à tout point M 

d’affixe z le point M ′  d’affixe ΩΩ +−=′ zzzkz )( . 

 
Preuve 

Il suffit de traduire l’égalité vectorielle MkM Ω=′Ω . 
 
On obtient donc une écriture complexe de la forme bkzz +=′  avec Ω−= zkb )1( . 



 
La transformation d’écriture complexe bazz +=′ , où a est un réel non nul et b un complexe 
est : 
• l’identité si 1=a  et 0=b  ; 
• une translation si 1=a  et 0≠b  ; 
• une homothétie de rapport a si 1≠a . 
 
Preuve 
Il suffit de vérifier que si 1≠a  la transformation est bien une homothétie de rapport a. 

En posant 
a

b
z

−
=Ω 1

, on a bazz += ΩΩ  et en faisant la différence membre à membre avec 

bazz +=′ , on obtient )( ΩΩ −=−′ zzazz  : il s’agit bien de l’homothétie de centre Ω  et de 
rapport a. 
 
Composée d’une homothétie et d’une translation 
 
Soit f une homothétie de rapport k )1(≠  d’écriture complexe 1bkzz +=′  et g une translation 
d’écriture complexe 2bzz +=′ . 
La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )2121 )( bbkzbbkzz ++=++=′′ . 
gof  est donc une homothétie de rapport k. 
 
Composée d’une translation et d’une homothétie 
 
Soit f  une translation d’écriture complexe 1bzz +=′  et  g une homothétie de rapport k )1(≠   
d’écriture complexe 2bkzz +=′  
La transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )2121)( bkbkzbbzkz ++=++=′′ . 
gof  est donc une homothétie de rapport k. 
 
Composée de deux homothéties 
 
Soient f et g deux homothéties d’écritures complexes respectives 11 bzkz +=′  et 22 bzkz +=′ , 
la transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 

( )212212112 )( bbkzkkbbzkkz ++=++=′′ . 
C’est une transformation dont l’expression complexe est de la forme BKzz +=′′  où K  est 
un réel.  
Si 121 == kkK , gof  est une translation. 
Sinongof  est une homothétie de rapport 21kkK = . 
 
Remarque En général, foggof ≠ . Si gof  et donc également fog sont des homothéties, on 
peut montrer que les centres de f, g, gof  et fog  sont alignés. 
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Définition  
Soit Ω  un point du plan, α un angle orienté et k un réel strictement positif. La similitude 
directe de centreΩ , d’angle α et de rapport k, est la composée khor ;; ΩΩ α . 

 
Cas particuliers et premières propriétés 
On vérifiera plus loin que αα ;;;; ΩΩΩΩ = orhhor kk . 

 
Avec 1=k , on retrouve les rotations comme similitudes directes particulières. 
On considère également les translations comme étant des similitudes directes particulières. 
Bien entendu les translations n’ont ni centre, ni angle, ni rapport mais sont définies par leur 
vecteur. Ainsi tous les déplacements sont considérés comme des similitudes directes. 
 
Avec 0=α , on retrouve les homothéties de rapport positif comme similitudes directes 
particulières. Avec πα = , on retrouve les homothéties de rapport négatif. 
Ainsi tous les homothéties sont considérés comme des similitudes directes. 
Remarque : une homothétie de centre Ω  et de rapport k )0( <k est considérée comme une 

similitude directe de centreΩ , d’angle π et de rapport kk =− . Il faut donc être prudent 
lorsque l’on parle du rapport d’une telle homothétie. 
 
Les propriétés des similitudes directes découlent des propriétés des rotations et des 
homothéties. 
 
Une similitude directe de rapport k multiplie les distances par k et les aires par 2k . 
 
Les similitudes directes transforment respectivement un segment, une demi-droite, une droite, 
un cercle en un segment, une demi-droite, une droite, un cercle. 
Plus précisément, avec les notations habituelles : 

• l’image du segment [ ]AB  est le segment [ ]BA ′′  et kABBA =′′  ; 
• l’image de la droite( )AB  est la droite ( )BA ′′ ;  
• l’image du cercle de centre A et de rayon r est le cercle de centre A′ et de rayon kr . 

 
Les similitudes directes conservent le parallélisme, la perpendicularité, les milieux, les 
barycentres et les angles orientés. 
 
Écriture complexe des similitudes directes 
La similitude directe de centreΩ , d’angle α  et de rapport k est la transformation qui, à tout 
point M d’affixe z le point M ′  d’affixe ΩΩ +−=′ zzzkez i )(α . 

 
Preuve 
Il suffit de traduire la définition, en utilisant l’écriture complexe des homothéties et des 
rotations. 
On obtient donc une écriture complexe de la forme bazz +=′  avec αikea = Ω−= zab )1( . 



 
La transformation d’écriture complexe bazz +=′ , où a est un complexe non nul et b un 
complexe est : 
• l’identité si 1=a  et 0=b  ; 
• une translation si 1=a  et 0≠b  ; 
• une similitude directe de rapport a et d’angle )arg( a  si 1≠a . 

 
Preuve 
Il suffit de vérifier que si 1≠a  la transformation est bien une similitude directe de rapport 

ka = et d’angle α=)arg( a . 

En posant 
a

b
z

−
=Ω 1

, on a bazz += ΩΩ  et en faisant la différence membre à membre avec 

bazz +=′ , on obtient )()( ΩΩΩ −=−=−′ zzkezzazz iα  : Il s’agit bien de l’écriture 
complexe de la similitude directe de centreΩ , d’angle α  et de rapport k. 
 
Composée de deux similitudes directes 
 
Soient f et g deux similitudes directes d’écritures complexes respectives 11 bzaz +=′  et 

22 bzaz +=′ , la transformation gof  associe, à tout point M d’affixe z le point M ′′  d’affixe 
( )212212112 )( bbazaabbzaaz ++=++=′′ . 

C’est une transformation dont l’expression complexe est de la forme BAzz +=′′  où A  est un 
complexe non nul.  
C’est donc une similitude directe. 
 
Composée de deux similitudes directes de même centre  
 
Si  f et g ont le même centre Ω  et ont pour écritures complexes respectives 

( )ΩΩ −=−′ zzazz 1  et ( )ΩΩ −=−′ zzazz 2 , la similitude directe gof  associe, à tout point M 
d’affixe z le point M ′′  d’affixe ( )ΩΩ −=−′′ zzaazz 21  ce qui montre : 

• que son centre estΩ  ; 
• que f et g commutent ( foggof = ). 

Ce même calcul permet de vérifier que la réciproque de la similitude directe de centreΩ , 

d’angle α  et de rapport k est la similitude directe de centreΩ , d’angle -α  et de rapport 
k
1

k. 
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On rappelle que toutes les transformations considérées sont bijectives. 
 
Définition  
Un groupe de transformations du plan est un ensemble G de transformations du plan 
possédant les propriétés suivantes : 
1) G contient la transformation identique id. 
2) Si f et g sont des éléments de G, gof  est aussi un élément de G. 

3) Si f est un élément de G, sa réciproque 1−f  est aussi un élément de G. 
 
Exemples 
L’ensemble de toutes les translations du plan est un groupe. 
L’ensemble de tous les déplacements du plan est un groupe. 
L’ensemble de toutes les isométries du plan est un groupe. 
L’ensemble de toutes les similitudes directes du plan est un groupe. 
L’ensemble contenant toutes les translations et les homothéties du plan est un groupe. 
 
Exercice 
Soit F une figure du plan. L’ensemble de toutes les isométries du plan telles que FFf =)(  
est un groupe. 
 
Déterminer ce groupe dans le cas où : 
1. F est un triangle isocèle non équilatéral ; 
2. F est un triangle équilatéral ; 
3. F est un rectangle non carré ; 
4. F est un losange non carré ; 
5. F est un carré ; 
6. F est un hexagone régulier. 
 
Pour chaque cas, dresser la table de Pythagore du groupe. 
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 Translation Rotation Symétrie 
axiale 

Symétrie 
glissée 

Translation Translation Rotation Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Rotation Rotation Rotation ou 
translation 

Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Symétrie 
axiale 

Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Rotation ou 
translation 

Rotation ou 
translation 

Symétrie 
glissée 

Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Symétrie 
axiale ou 
glissée 

Rotation ou 
translation 

Rotation ou 
translation 

 
 
Dans ce tableau, id est considérée comme une translation (et non comme une rotation). Les déplacements sont 
écrits en vert et les antidéplacements en rouge. 
 
 


