4 éme Math                           Isométrie                           Amine Kedous

Les isométries du plan

On appelle isométrie du plan toute application du plan dans lui-même qui conserve la distance 

Ainsi, si les points A’ et B’ sont les images des points A et B par une isométrie alors 

A’B’ = AB.

I/ Rappels :

Voici quelques exemples des isométries :

1- Les symétries orthogonales

Définition1  :

Soit D une droite du plan. On appelle symétrie orthogonale ou symétrie d’axe D l’application du plan qui laisse tous les points de D fixes et qui à tout point A n’appartenant pas à D, associe un point A’ tel que D est la médiatrice de [AA’].

On dit que A’ est le symétrique de A par rapport à A’
                                           [image: image1.png]



Propriétés1 :

Soit SD une symétrie d’axe D. On note idP l’identité du plan.

i- SD ° SD = idP .Donc toute symétrie est une bijection du plan sur lui-même, et l’inverse de SD est SD lui-même. 

ii- Si SD(A) = A’ et SD(B) = B’,  alors AB = A’B’. Ainsi toute symétrie est une isométrie du plan.

iii- L’image d’un segment (respectivement, une droite, une demi droite, un cercle,un angle, etc) par une symétrie est un  segment (respectivement, une droite, une demi droite, un cercle,un angle, etc)

iv- On dit qu’un point M est fixe pour SD (ou invariant) si SD(M) = M.

SD(M) = M si et seulement si M 
[image: image2.wmf]Î
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v- Une droite est invariante par SD si et seulement si elle est confondue avec D ou si elle est perpendiculaire à D.

vi- Toute symétrie orthogonale inverse le signe des angles orientés. 

2- Les translations 

Définition2 :

Soit 
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 un vecteur du plan. Pour tout point M du plan, on considère le point M’ tel que 
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. L’application qui associe à tout point M le point M’  tel que 
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 est appelée la translation de vecteur 
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 . On la note 
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Propriétés2 :

i-
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 est l’identité du plan.

ii- Soient A’ = 
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(A) et B’ = 
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(B) alors 
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 et donc A’B’=AB. Ainsi toute translation du plan est une isométrie.

iii- L’image d’un segment (respectivement, une droite, une demi droite, un cercle,un angle, etc) par une translation est un  segment (respectivement, une droite, une demi droite, un cercle,un angle, etc)

iv- Une translation de vecteur non nul ne possède aucun point fixe.

v-  toute droite parallèle à  
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 est globalement invariante pour la translation de vecteur 
[image: image14.wmf]v

r


vi- 
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 . Ainsi 
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 = idP.

Donc toute translation  est une bijection du plan sur lui-même, et l’inverse de 
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vii- Toute translation conserve les angles orientés.

 Activité 1 :

Soit 
[image: image25.wmf]v
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 un vecteur du plan. D et D’ deux droites parallèles tel que 
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Soit M un point du plan. On pose M’ = SD(M) et M’’ = SD’(M’)

Soient O l’intersection de D et (MM’) et O’ l’intersection de D’ et (M’M’’).

1°) Montrer que 
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2°) En déduire que  
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 = SD’ ° SD
3°) Que peut on conclure ?

Réponse :

1°) Il est claire que O et O’ sont les milieux respectives de [MM’] et [M’M’’] alors
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2°) Pour montrer que deux applications sont identiques il suffit de montrer que l’image d’un point quelconque M est le même par les deux applications.

On a 
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. Donc  
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(M) = M’’

D’autre part on a SD’ ° SD(M) = SD’(M’) = M’’

Donc 
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 = SD’ ° SD

3°) Conclusion :

Toute translation de vecteur 
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 peut être obtenu en composant deux symétries orthogonales d’axes tous deux perpendiculaires à la direction de 
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, le choix du premier axe étant arbitraire tandis que le deuxième est l’image du premier axe par rapport à la translation de vecteur 
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Proposition 1

Proposition 2
Soit D et D’ deux droites parallèles. Alors SD’ ° SD est une translation de vecteur 
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 tel que 
[image: image37.wmf]2

()'

v

tDD

=

r


Remarque1 :

La décomposition d’une translation en un produit de symétries orthogonales à axes parallèles n’est pas unique, elle dépend du choix d’un des deux axes, qui est arbitraire. 

[image: image38.png]



Conséquences 1:

1- Soient D1 , D2  et D3 trois droites perpendiculaires à une droite D. Alors il existe une droite unique D4 perpendiculaire à D telle que SD1 ° SD2 = SD3 ° SD4.

2- Soient D1 , D2  et D3 trois droites perpendiculaires à une droite D. Alors SD1 ° SD2 ° SD3
Est une symétrie orthogonale d’axe perpendiculaire à D.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

3-Les rotations

Définition3 :

Soit O un point et ( un réel. Pour tout point M distinct de O, on associe le point M’ tel que 
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L’application du plan dans lui-même qui laisse fixe O et associe à tout point M 
[image: image40.wmf]¹

O le point M’ est appelée rotation de centre O et d’angle (, on la note 
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Propriétés3 : 

i- La rotation d’angle nul est l’identité du plan.

ii- r(O,() ° r(O,() = r(O,(+() = r(O, (+() = r(O,() ° r(O,() . Ainsi r(O,() ° r(O,-() = r(O,0) = idP
    Donc toute rotation est une bijection du plan sur lui-même, et l’inverse de r(O,() est r(O,-()

iii- Soit r la rotation de centre O et d’angle (. Notons A’ = r(A), et B’ = r(B) alors

    A’B’ = AB. Ainsi toute rotation du plan est une isométrie du plan.

iv- L’image d’un segment (respectivement, une droite, une demi droite, un cercle,un angle, etc) par une rotation est un  segment (respectivement, une droite, une demi droite, un cercle,un angle, etc).

v- Si l’angle d’une rotation de centre O est non nul, alors O est le seul point fixe de cette rotation. En fait un point M est fixe si et seulement si M = O

vi- Toute rotation de centre O laisse invariant tout cercle centré en O.

vii- Toute rotation conserve les angles orientées

Activité 2

Soit r la rotation de centre O et d’angle (. Notons A’ = r(A), et B’ = r(B)

Montrer que A’B’ = AB, et que 
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(On pourra d’abord montrer que les triangles OAB et OA’B’ sont isométriques)
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Réponse :

On a : 
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Alors les triangles OAB et OA’B’ sont isométriques, par suite A’B’ = AB

D’autre part 


[image: image46.wmf]
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Proposition3

      Soit r la rotation de centre O et d’angle (.On considère les points A, B, A’ et B’

       tel que  A’ = r(A), et B’ = r(B). Alors A’B’ = AB, et que 
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Proposition4

Etant données deux segments [AB] et [A’B’] tels que A’B’ = AB, et que 
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. Alors il existe une rotation unique r tel que A’ = r(A), et B’ = r(B).

Activité 3

Soit r la rotation de centre O et d’angle ( (( est un réel non nul).

Soit D une droite passant par O et D’ son image par la rotation de centre O et d’angle 
[image: image50.wmf]2
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Soit M un point quelconque du plan. On pose M’ = SD(M) et M’’ = SD’(M’)

1°) Montrer que OM = OM’’ et que 
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2°) En déduire que  r = SD’ ° SD
3°) Que peut on conclure ?

[image: image52.png]



Réponse :

1°) M’ = SD(M) et O
[image: image53.wmf]Î

D, donc OM =OM’

M’’ = SD’(M’) et O
[image: image54.wmf]Î

D’, donc OM’’ =OM’

Donc OM = OM’’

D’autre part 
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2°) Pour montrer que deux applications sont identiques il suffit de montrer que l’image d’un point quelconque M est le même par les deux applications.
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 donc r(M) = M’’

D’autre part on a : SD’ ° SD(M) = SD’(M’) = M’’

Par suite r = SD’ ° SD

3°) Conclusion :

Proposition 5 :

Toute rotation de centre O et d’angle ( peut être obtenue en composant deux symétries orthogonales dont les axes se coupent en O et font entre eux un angle égal à  
[image: image57.wmf]2
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(mod (), le choix du premier axe étant arbitraire.

Remarque2 :

La décomposition d’une rotation en un produit de symétries orthogonales n’est pas unique, elle dépend du choix de la première droite. 

Proposition 6 :

Soient deux droites D et D’ concourantes en un point O du plan.

Alors SD’ ° SD est une rotation de centre O et d’angle ( où ( est le double de l’angle orienté des deux droites D et D’ modulo(.

Conséquences 2:

1- Soient D1, D2  et D3 trois droites concourantes en O. Alors il existe une droite unique D4 passant par O et telle que SD1 ° SD2 = SD3 ° SD4.

2- Soient D1, D2  et D3 trois droites concourantes en O. Alors SD1 ° SD2 ° SD3
Est une symétrie orthogonale passant par O.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         

Activité 4 :

Soit f = r(O,a) , g = 
[image: image58.wmf]v
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 et D la droite perpendiculaire à 
[image: image59.wmf]v

 et passant par O

1°)a/ En décomposant chacun des applications f et g en produit de symétries orthogonales de telle manière que SD soit le premier facteur de g et le second facteur de f  , montrer que f ° g est une rotation dont on précisera l’angle et le centre.

b/ Déterminer la nature de l’application g ° f

c/ Que peut on conclure ?

[image: image60.png]



2°) Soit h = r(O,, b)

Soit ∆ la droite passant par O, vérifiant 
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Déterminer la nature de l’application f ° h

3°) Que peut on conclure ?

Proposition7 :

1°) La composée d’une translation par une rotation ou d’une rotation par une translation est toujours une rotation.

2°) La composée de deux rotations est soit une rotation, soit une translation

.

II - Isométrie

Définition :

*Une  application  (  du  plan  dans  lui  même  est  appelée  Isométrie  si  elle  conserve  les  distances c'est à dire  :  si  ((A) = A’  et  ((B) = B’  alors   A’B’  =  AB. 

Propriétés :

1°) Une  isométrie  (  conserve :  les  distances,  les  égalités  vectorielles,  le  produit  scalaire,  le barycentre,  le  milieu,  le  parallélisme,  le  contact,  l’orthogonalité

…

Activité 1

Objectif :
Toute  isométrie  conserve  le  milieu.
Enoncé :
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et  par  A’ ,  B’  et  C’  les  milieux  respectifs  des  segments  [BC] ,  [AC]  et  [AB].
Question :
Montrer  que  l’image  du  segment  [AB’]  par  la  rotation  R  de  centre  O  et  d’angle  2(/3  est  le  segment  [BC’].
2°) Une  isométrie  (  est  une  bijection  et  ( -1  est  une  isométrie

.

3°) Si  une  isométrie  (  fixe  trois  points  non  alignés    alors     (  =  IdP
.

4°) Si  une  isométrie  (  fixe  deux  points  A  et  B     alors     (  =  IdP   ou    (  =  S(AB).

Activité 2

Objectif : Si  une  isométrie  (  fixe  deux  points  A  et  B     alors     (  =  IdP   ou    (  =  S(AB).
Enoncé : [image: image64.png]STay L
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Soient   I  =  A * B ,  J  =  A * C   et   K  =  B * C.
Soit  f  une  isométrie  qui  laisse  globalement  invariant  le  triangle  ABC.
Questions :
*Montrer  que   f(A)  =  A  et  f(K)  =  K.
*  En  déduire  toutes  les  isométries  qui  laissent  ABC  globalement  invariant.
5°) Si  une  isométrie  (  fixe  uniquement  un  point  A  alors   (  est  une  rotation  de  centre  A.

6°) Si  deux  isométries  coïncident  en  trois  points  non  alignés  alors  elles  sont  égales

.

7°) Toute  isométrie  du  plan  est  une  translation  ou  une  rotation  ou  une  symétrie  orthogonale  ou  la composée  d’une  translation  et  d’une  symétrie  orthogonale.

8°) Si  ABC  et  A’B’C’  sont  deux  triangles  isométriques  alors  il  existe  une  unique  isométrie  (  tel  que  ((A) = A’, ((B) = B’  et  ((C) = C’.

9°) Toute  isométrie  du  plan  est  la  composée  d’au  plus  trois  symétries  orthogonales

.

10°) Décomposition  d’une  translation :  
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.
11°) Décomposition  d’une  rotation :
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12°) Composée de deux droites

Soit  (  et  (’  deux  droites  et   l’isométrie   (  =  S(’ o S( .  On  a :

Si   (  =  (’     alors      (  =  IdP.
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Activité 3

Objectif :
Décomposition d'une  rotation  en  deux  symétries  orthogonales.


Décomposition d'une  translation  en  deux  symétries  orthogonales.


Nature  et  éléments  caractéristiques  de  la  composée  de  deux  symétries  orthogonales  d'axes  sécants.
Enoncé :
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Questions :  [image: image72.png]En décomposat R(o,q3) € 1 en deux symétries orthogonabs convenablanent choisies.






Montrer  que  (  est  une  rotation  que  l’on  caractérisera
Activité 4

Objectif :
Nature  et  éléments  caractéristiques  de  la  composées  de  deux  symétries  orthogonales  d'axes  parallèles.
Enoncé :



Soient  (D)  et  (D’)  deux  droites  parallèles.  

A  un  point  de  (D)  et  A’  son  projeté  orthogonal  sur  (D’). 

B  un  point  de  (D’)  et  B’  son  projeté  orthogonal  sur  (D). 
Questions :


*
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*
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QCM :
1.  Si  une  isométrie  (  fixe  deux  points  A  et  B  alors  :
A
[image: image75.wmf]
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B
[image: image77.wmf]
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C
[image: image79.wmf]
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2.  Deux  isométries  sont  égales  si  et  seulement  si  elles  coïncident  en  : 

A    Deux  points.
[image: image81.wmf]
B       Trois  points  non  alignés.
[image: image82.wmf]
C   Trois  points  alignés.
[image: image83.wmf]
3.  Toute  isométrie  du plan peut  se  réduire  sous  la forme d'une  composée  d'au  plus : 

A    Deux  symétries  orthogonales
[image: image84.wmf]
.
B    Trois  symétries  orthogonales
[image: image85.wmf]
.
C    Quatre  symétries  orthogonales
[image: image86.wmf]
.
II – Déplacement 
Définition  d’un  déplacement :

*Un  déplacement  transforme  un  repère  ON  direct en  un  repère  ON  direct

*Un  déplacement  est  la  composée  d’un  nombre  pair  de  symétries  orthogonales.

*Un  déplacement  conserve  les  mesures  des  angles  orientés.

Angle  d’un  déplacement :

1°) Soit  A  et  B  deux  points  distincts  d’images  respectives  A’ et  B’  par  un  déplacement  ( alors  l’angle  de  (  est : [image: image87.png]St
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2°) Soit  (  et  (  deux  déplacements  d’angles  respectifs  (  et  (  alors  on  a :

*(  o  (  est  un  déplacement  d’angle  (  +  (.

*( -1  est  un  déplacement  d’angle   - (.
3°) [image: image88.png]Soit p un déplacement tel que : @ =





	Position de ( et (’ :
	Angle :
	Points Invariants :
	Nature de ( :

	(  =  (’
	2 k ( / k ( Z
	P
	IdP

	( (  //  (’      strictement
	2 k ( / k ( Z
	(
	Translation de vecteur non nul


	(  (  (’  =  {I}

	(  ( 2 k (
	{I}

	Rotation d’angle  (


	


Activité 5

Objectif :
Nature  et  éléments  caractéristiques  d’un  déplacement  d’angle  2 k (. ( Cas de l'identité )
Enoncé :
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Les  tangentes  à  (  en  A  et  B  se  coupent  en  E.  Soit  D le point diamétralement opposé  à  A sur  (. 

[image: image90.png]On note I
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Questions :
[image: image91.png]Onpose f=rpoSpon avec n =R(g a3) & 2 = R(D,2a3).




*Déterminer  f(B)  puis  caractériser  f.
*
[image: image92.png]En déduire que 1p(F)





Activité 6

Objectif :
Nature  et  éléments  caractéristiques d’un  déplacement  d’angle 2 k (. ( Cas d'une translation )
Enoncé :
[image: image93.png]5 s -
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I  =  A * B,   J  =  A * C   et   K  =  B * C.
Questions :



[image: image94.png]Onpose f =1, on aves § = R(ra2) & f2 = R(1a2)





[image: image95.png]Déterminer f(B) puis caractériser f




Propriétés : 

1°) Si  un  déplacement  (  admet  deux  points  invariants  alors  (  =  IdP.

2°) Deux  déplacements  qui  coïncident  en  deux  points  sont  égaux

.

3°) Les  déplacements  du  plan  sont :  L’IdP,  les  translations  et  les  rotations.

4°) Si   AB  =  CD  ( A ( B )  alors  il  existe  un  unique  déplacement  (  tel que  ((A) = C  et  ((B) = D.

5°) La  composée  de  deux  déplacements  est  un  déplacement

.

6°) Si  (  est  un  déplacement  alors  ( -1  est  un  déplacement

Activité 7

Objectif :
Si  AB  =  CD  ( A ( B )  alors  il  existe  un  unique  déplacement  (  tq  ((A) = C  et  ((B) = D. 

Détermination  de  l'angle  d'un  déplacement.

Nature  et  éléments  caractéristiques  d’un  déplacement  d’angle  (  2 k (. ( Rotation ) 

Un  déplacement  conserve  les  mesures  des  angles  orientés

Angle  d'une  composée  de  deux  déplacements. 
Enoncé :



[image: image96.png]5o -
Seit ABC un triangle sectangle on A telque | CA, CB | = 2 ()





[image: image97.png]On note O le miliew de [BC] et R la rotation de centre C et d'angle -#/3.




Questions :


*
Montrer  qu’il  existe  un  unique  déplacement  f  tel que  f(A)  =  O  et  f(C)  =  B.
*
Déterminer  la  mesure  principale  (  de  l’angle  de  f.
*
Déterminer  la  nature  et  les  éléments  caractéristiques  de  f. (  On  note  I  le  centre  de  f )
*
[image: image98.png]g
Déterniner une mesure de fangle | 10, IB | En dédvire que < [AB]




*
On  pose  g  =  R o f.  Préciser  g(A)  puis  caractériser  g.

Décomposition des déplacements :

[image: image99.png]13 R0, - Rg) [En guindty 0o, = Riog) oty )




[image: image100.png]RO, 8) o RO',

RO',8+8)  si 6+8 = 21kII(ke2).
L s 6+ =0 o)




[image: image101.png]So 08 =t 4
e




QCM
4.  L'angle  (  d'un  déplacement  (  tel que  ((A)  =  A' ,  ((B)  =  B'  est  : 

A -     [image: image102.png]il

P
[AE,A‘ ]W]




[image: image103.wmf]
B   -   [image: image104.png]il

P
[AE,E‘ ]W]




[image: image105.wmf]
C -   [image: image106.png]. [IAE%] el




[image: image107.wmf]
5.  Un  déplacement  d'angle  2 k (  ( k ( Z )   est  : 

A  -   Une  translation de  vecteur  non  nul.
[image: image108.wmf]
B  -   L'Id.
[image: image109.wmf]
C -   Une  translation  de  vecteur  non  nul  ou  l'Id.
[image: image110.wmf]
6.  Il  existe  un  unique  déplacement  qui  envoie  A  sur  C  et  B  sur  D  si  : 

A -  [image: image111.png]AD = BC et AD # 0.




[image: image112.wmf]
B -   [image: image113.png]AB = CD et AB =0




[image: image114.wmf]
C -  [image: image115.png]AC = BD et AC =0




[image: image116.wmf]
III – Antidéplacement 

Définition  d’un  antidéplacement :


*Un  antidéplacement  transforme  un  repère  ON  direct  en  un  repère  ON  indirect.


*Un  antidéplacement  est  la  composée  d’un  nombre  impair  de  symétries  orthogonales.

*Un  antidéplacement  change  les  mesures  des  angles  orientés  en  leurs  opposées.


Activité 8 :

Objectif :
Un  antidéplacement  change  les  mesures  des  angles  orientés  en  leurs  opposées.
Enoncé :
[image: image117.png]5 -
Seit ABC un trangle isocile telque : AB = AC ot | 4B, AC | = L pr)





[image: image118.png]Soit 1 le point telque : CAL soit isacéle et rectangle avec





Questions :


*
Montrer  qu'il  existe  une  unique  rotation  f  tel que  f(A)  =  I  et  f(B)  =  C.
*
Construire  son  centre  O.
*
Quelle  est  la  nature  de  OBAC.
Propriétés : 

1°) Un  antidéplacement  qui  admet  un  point  invariant  est  une  symétrie  orthogonale  d’axe  passant  par  ce  point.

2°) La  composée  de  deux  antidéplacements  est  un  déplacement

.

3°) La  composée  d’un  déplacement  et   d’un  antidéplacement  est  un  antidéplacement

.

4°)Si  (  est  un  antidéplacement   alors  ( -1  est  un  antidéplacement.

5°) Si  AB  =  CD  (A ( B )  alors  il existe un unique antidéplacement  (  tel que  ((A) = C  et  ((B) = D.


6°) Une  isométrie  (  est  un  antidéplacement  si  et  seulement  si   (  est  la  composée  d’une  translation  et  d’une  symétrie  orthogonale.

7°) [image: image119.png]Soit ¢ un antidéplacement telque @ = t» 0 Sp




[image: image120.png]=
5 VLD dos puSp ave D=ts D)






Si  non    (  n’a  pas  de  points  invariants  et  (  peut  s’écrire  sous  la  forme  réduite :


[image: image121.png]=
4 0Sa=S40ts ave u ditectour de b




(cette  composée  est  appelée  symétrie  glissante).



 

8°) Soit  (  une  symétrie  glissante  d’axe (,  on  a :      ((M) = M’    (    M * M’ ( (.

Activité 9

Objectif :
Si  AB  =  CD  ( A ( B )  alors  il  existe  un  unique  antidéplacement  (  tel que  ((A) = C  et  



((B) = D.



Nature  et  forme  réduite  d'une  symétrie  glissante  connaissant  deux  points  distincts  et  leurs  images.
Enoncé :
[image: image122.png]5o -
Seit ABC un triangle sectangle on A telque | CA, CB | = 2 ()






[image: image123.png]On note O le miliew de [BC].





Questions :



*
Montrer  qu’il  existe  un  unique  antidéplacement  f  tel que  f(A)  =  O  et  f(C)  =  B.

*
Montrer  que  f  est  une  symétrie  glissante

*
Déterminer  la  forme  réduite  de  f.
9°) [image: image124.png]=

Soit g une symétde ghissante de vecteus w dlots P o =t 3








[image: image125.png]. d
M aors 2

Done si p o p (M)




Activité 10
Objectif :
Nature  et  forme  réduite  d'une  symétrie  glissante  f  connaissant  un  point  et  son  image  par  f o f.
Enoncé :
[image: image126.png]5o -
Soit ABC un trangle éqilatéral tl que - | 43, AC | = 2 pe]





[image: image127.png]On pose [=B*C, J=A*B, K=A*C e f=35up o R(p,a)




Questions :


*
Déterminer  f(B)  et  f(C).  En  déduire  que  f  est  une  symétrie  glissante.
*
Trouver  la  forme  réduite  de  f.
QCM

7.  Indiquer  la  vraie  propriété : 
A   -    La  composée  de  deux  déplacements  est  un  antidéplacement
[image: image128.wmf]
.
B  -  La  composée  de  deux  antidéplacements  est  un  déplacement
[image: image129.wmf]
.
C  -  La  composée  d'un  déplacement  et  d'un  antidéplacement  est  un déplacement
[image: image130.wmf]
.
		8.  Un  antidéplacement  est  la  composée  : 



	A
[image: image131.wmf]
de  deux  symétries  orthogonales.
B
[image: image132.wmf]
d'une  translation  et  d'une  rotation.
C
[image: image133.wmf]
d'une  translation  et  d'une  symétrie  orthogonale.



		9.  Un  antidéplacement  qui  admet  un  point  fixe  est  une : 



	A
[image: image134.wmf]
Symétrie  glissante.
B
[image: image135.wmf]
Symétrie  orthogonale.
C
[image: image136.wmf]
Autre  chose.



		10.  Le  vecteur  et  l'axe  d'une  symétrie  glissante  sont  tels  que : 



	A
[image: image137.wmf]
Le  vecteur  est  parallèle  à  l'axe.
B
[image: image138.wmf]
Le  vecteur  est  orthogonal  à  l'axe.
C
[image: image139.wmf]
Le  vecteur  est  ni  parallèle  ni  orthogonal  à  l'axe.





Correction :  Activité n°1  
[image: image140.png]




[image: image141.png]






R isométrie donc conserve le milieu :



[image: image142.png]R&) =B
R O T
B = A*C








[image: image143.png]Conclusion: R[AB'] = [BC']




Correction :  Activité n°2  
1°)
[image: image144.png]f[ABC) = ABC = f{A,B,C|={A,B,C}




[image: image145.png]




[image: image146.png]= fi&) e {A,B,C}







[image: image147.png]Supposons que &) = B = f{B,C|={A,C}








[image: image148.png]= f[BC] = [AC] impossible car BC = AC.







[image: image149.png]Supposons que &) = C = f{B,C | = {A,B}








[image: image150.png]= f[BC] = [AB] impossible car BC # AB







Donc   f(A)  =  A.


[image: image151.png]B*C donc fK) = B*C = K.




2°)
(  est  l’ensemble  des  isométries  qui  laissent  globalement  invariant  le  triangle  ABC. 

[image: image152.png]f8) = A
Fer = A0 K b dmefot w f-So = TS
£ womése





[image: image153.png]De plus Id et S(uk) laissent globalemert invariant le triangle ABC = | Id,Saxy] = T





[image: image154.png]Done I

14, Sug |




Correction :  Activité n°3  
*
Pour  la  rotation  le  premier  axe  de  la  décomposition  est  choisi  arbitrairement  à  condition  qu’il  passe  par  le  centre  O.
[image: image155.png]




Pour  la  translation  le  premier  axe  est  aussi  choisi  arbitrairement  à  condition  qu’il  soit  perpendiculaire  à  la  direction  du  vecteur.



L’axe  (D)  est  donc  le  bon  choix  car  il  satisfait  les  deux  conditions  ensemble.  On  aura  donc :


*
Décomposition  de  la  rotation  R :



[image: image156.png]B >
] 2] = £ ) avee 0 dicten de 0





[image: image157.png]Car lorsepton fait tourner () de % Z- & partic de O on cbtiont (B8')





[image: image158.png]B >
] 2] = £ ) avee 0 dicten de 0




*
Décomposition  de  la  translation  t :

[image: image159.png]ta = S0 o Swo





[image: image160.png]2
Cor D) est Himage do (810 pa 1o ensiton o vectw - 4O





[image: image161.png]Conclusion: @ = Sgey 0 Spy 0 5oy 0 Spey = Sepy 0 Spey




*
Nature  de  la  composée  (( de  deux  symétries  orthogonales  d'axes  sécants : 

[image: image162.png]® = Sep) 0 Seoy)





[image: image163.png]BB)N@C) = {B'] = p est une rotation de centre B' et d'angle & avec





[image: image164.png]o350 o« 28 o« £





[image: image165.png]Conclusion: g = Ry





Correction :  Activité n°4  
[image: image166.png]



*
Nature  des  composées :



[image: image167.png](D) # (D) donc Spy o Sy e Sy 0 S







sont  des  translations.


*
Eléments  carractéristiques :



[image: image168.png]Sy 0 8m) = Lo







[image: image169.png]Smy 0 8oy = L

ER







[image: image170.png]= g est une rotation d'angle = donc g est une symétrie centrale.





[image: image171.png]Comme g(A)

A done g =8,




Correction :  Activité n°5  
*
f(B)  =  ?  
[image: image172.png]




[image: image173.png]OEA etOEB isométriques

(E) = A carsd EBA = EAB —2- a6 = nf3
Donc EBA éqitéral direct.







[image: image174.png]






[image: image175.png]DemedEC] = DC=DB

L N
s on [ « (78] <
(o ppsomierend





[image: image176.png]Donc fiB) = 1 051 0 4B




*
Nature  et  éléments  caractéristiques  de  f  :

[image: image177.png]f est un déplacement d'angle: 2a/3 + & + /3 = 2w = Jkow done f = Id ou f = ts





[image: image178.png]



*
Déduction  :

[image: image179.png]f=1d = fiB =E = noSjon@® =E = 5 oS(B





Correction :  Activité n°6
*
f(B)  =  ? 
[image: image180.png]




[image: image181.png]AIKJ est un cané = 1(B) = K.







[image: image182.png]AIKT estun caé = 1, ((K) = A







[image: image183.png]Donc fiB) = A






*
Nature  et  éléments  caractéristiques  de  f  :



[image: image184.png]£ ost un déplacement dangle : — /2 + nf2






[image: image185.png]fiB)# B = f = Identité = f =t





[image: image186.png]BB)=A = f=ts




Correction :  Activité n°7
*
Existence  du  déplacement  f :
[image: image187.png]




AC  (  0.



[image: image188.png]ABC rectangle &t O
= 0A = OB = OC.

*c

AC = OB car N
CAO isocéle et ACO = af3
= CAO équilstéral = AC = CO.







Donc  il  existe  un  unique  déplacement  f  tel que  f(A) = O  et  f(C) = B.


*
Mesure  principale  de  (  l’angle  du  déplacement  f :

L’angle  d’un  déplacement  est  l’angle  entre  un  vecteur  et  son  image.

[image: image189.png]




Donc  f  est  un  déplacement  d'angle  -2(/3.
*
Nature  et  éléments  caractéristiques  de  f :

[image: image190.png]'27" %2k = f est une rotation d angle - 2u/3 et de cenee





[image: image191.png]I & med[A0] 1 med[BC], ol la construction de I





[image: image192.png]Donc f = R
[x




*
f  conserve  les  mesures  des  angles  orientés : 

[image: image193.png]i) =1
£&) = 0
fC) = B

Sy 1 Sy o
(78] - 1 ()t -2

£ déplacement






[image: image194.png]




Donc   I,  A  et  B  sont  alignés.
*
Nature  et  éléments  caractéristiques  de  g : 

[image: image195.png]




[image: image196.png]g estIa composce dun déplacement R dangle . ot dun déplacement £ ¢ angle Ei
3





[image: image197.png]2
= g estun déplacement o angle 2= + 27
8 2 gle - 3 3

(% 2ke kez)




Correction :  Activité n°8  
*
Existence  de  f  ? 
[image: image198.png]




AB  (  0  et   AB  =  AC  =  CI   donc  il  existe  un  unique  déplacement  f  tel que  f(A)  =  I  et  f(B)  =  C. 



[image: image199.png]






[image: image200.png]f est un déplacement d'angle - w4 = Jkx.







[image: image201.png]Donc f est une rotation d'angle - %4 et de centre O.







[image: image202.png]O e med[Al] M med[BC] d'ob la construction de O.




*
Nature  de  OBAC  ? 

OBAC  est  un  losange  car :

[image: image203.png](A0) = med[BC]. Montrons que (BC) = med[AO]? cad: Spcy(4) = O





[image: image204.png]On note Scpcy(4) = A" Montrons que &' = O.





[image: image205.png]ME- M (43 - AC a0 ismte)
S@o© = C S LN .
[A?E,A‘c] - £ e[S ugpn)

()« £ o





[image: image206.png]OB = OC

- " Done (1) et ) = 4'= O
O B =C 2@ [OQEVO%] .




Correction :  Activité n°9
*
Existence  et  unicité  de  l'antidéplacement  f  ? 
[image: image207.png]




AC  (  0.



[image: image208.png]ABC rectangle &t O
= 0A = OB = OC.

*c

AC = OB car N
CAO isocéle et ACO = af3
= CAO équilstéral = AC = CO.







Donc  il  existe  un  unique  antidéplacement  f  tel que  f(A) = O  et  f(C) = B.


*
f  symétrie  glissante  ? 

f  antidéplacement.  Supposons  que  f  est  une  symétrie  orthogonale

[image: image209.png]f4) = O = l'axe de f est med[A0]

o T a T et | = mah0) - i) smposite





Donc  f  est  une  symétrie  glissante.
*
Forme  réduite  de  f  ?

[image: image210.png]




[image: image211.png]f4) =0 > A*0 e 4

e e en





[image: image212.png]> =
B8 = t2 0 Soa® = 0 = ta®)=0 = u=-AD





[image: image213.png]Done f = ta 0 8uo) = § ta
one £= Lo 080 = Sy 0t




Correction :  Activité n°10 
*
f  symétrie glissante  ? 
[image: image214.png]




[image: image215.png]f(B) = Sapy(B) = C







[image: image216.png]fC) = Sapy(&) = A







f  est  la  composée  d’un  antidéplacement  (S)  et  d’un  déplacement  (R)  donc  f  est  un  antidéplacement.



Supposons  que  f  est  une  symétrie  orthogonale  (



f o f  =  Id  impossible  car  f o f(B)  =  A.



Donc  f  est  une  symétrie  glissante.


*
Forme  réduite  de  f  ? 

[image: image217.png]




[image: image218.png]A S g
Foff) =4 St o® -A = 2u-Ba o ou-lA





[image: image219.png]&
RS S





[image: image220.png]f=ts 081k = Sy 0 Lo
0 Rm = Sag oty
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