
chapitre 3 Page 1/2

Dérivation et fonction tangente

Exercice 1

On dé�nit la fonction f sur l'intervalle [0, π2] par

f(x) = cos
√

x

1. (a) Véri�er que pour tout réel x ∈ [0, π2] ,

f(x)− 1 = −2 sin2

(√
x

2

)
(b) Démontrer que f est dérivable en zéro et donner f ′(0).

2. (a) Justi�er que f est dérivable sur [0, π2] et calculer f ′(x).

(b) Étudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation.

3. (a) Résoudre dans [0, π2] l'équation : f(x) = 0.

(b) Déterminer une équation de la tangente à la courbe représentant f au point d'abscisse
π2

4

Exercice 2

Pour tout entier n strictement positif, on dé�nit la fonction fn sur l'intervalle [0, 1] par :

fn(x) = xn
√

1− x

1. Calculer fn(0) et fn(1).

2. (a) Justi�er que fn est dérivable sur [0, 1[ et montrer que

f ′n(x) =
xn−1

2
√

1− x
[2n− (2n + 1)x]

(b) Étudier la dérivabilité de fn en 1.

(c) Dresser le tableau de variations de fn.

3. (a) Montrer que fn admet un maximum an que l'on exprimera en fonction de n.

(b) Prouver que an ≤
1√

2n + 1
(c) En déduire que la suite (an)n∈N∗ est convergente et préciser sa limite.

A. Turbergue
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Exercice 3

Pour tout entier naturel n non nul, on dé�nit la fonction fn sur [−π , π] par :

fn(x) =

√
1
n

+ sin2(x)

1. Calculer fn(0) et fn(π).

2. Montrer que fn est une fonction paire.

3. (a) Justi�er que fn est dérivable sur [−π , π] et véri�er que f ′n(x) =
sin(2x)
2 fn(x)

(b) Étudier les variations de la fonction fn sur [0 , π].

(c) Dresser le tableau de variations de fn sur [−π , π].

4. (a) Soit x un réel �xé de l'intervalle [−π , π].
Déterminer la limite de fn(x) lorsque n tend vers +∞.

(b) On pose pour tout réel x de [−π , π], ϕ(x) = lim
n−→+∞

fn(x)

La fonction ϕ est-elle continue en zéro ? Est-elle dérivable en zéro ?

Exercice 4

Pour tout entier naturel n, on dé�nit la fonction fn sur l'intervalle
]
−π

2
,
π

2

[
par :

fn(x) = tan(x)− x− n

1. Soit n un entier naturel �xé.

(a) Déterminer
lim

x−→π
2

fn(x) et lim
x−→−π

2

fn(x)

(b) Étudier le sens de variation de la fonction fn

(c) Démontrer que l'équation d'inconnue x, fn(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle]
−π

2
,
π

2

[
On note αn cette solution. À l'aide de la calculatrice, proposer une valeur décimale ap-
prochée de α10 à 10−3 près.

(d) Donner, suivant les valeurs de x, le signe de fn(x).

2. La question 1.(c) permet de dé�nir la suite (αn)n∈N

(a) Justi�er que cette suite est bornée.

(b) Calculer fn(αn+1) pour n ∈ N.
(c) En déduire que la suite (αn)n∈N est strictement croissante.

(d) Déterminer la limite de tan(αn) lorsque n tend vers +∞.

(e) Prouver que la suite (αn)n∈N est convergente. Quelle est sa limite ?

A. Turbergue


