PROBLEME 1
A /On considére les fonctions f et g définies respectivement sur IR+ et [1,+ o[ par : f(x)=Log(x+4/x?+1)

et g(x) = Log(x+4/x2-1).

1°/Etudier les variations de f et de g.

2°/0On désigne par (§) et (§7) les courbes représentatives de f et de g dans le plan muni d’'un repéere
orthonormé (O, i,]’).
a-Etudier la position de (§) et (§’) sur [1,+o].
b-Tracer les courbes (§) et ().

3°/Calculer l’aire de la partie du plan limitée par les courbes (§) et (§) et les droites d‘€quations

respectives : x =1 et x = 2.
B/ 1°/a-Montrer que f réalise une bijection de IR+ sur un intervalle que ’'on précisera.

b-Montrer que g réalise une bijection de [1,+ o [ sur un intervalle que l'on précisera.

2°/a-Montrer que pour tout x eIR+ : %(ef(x’ —e™)=x et que pour tout xe[l,+o] : %(eg(x’ +e8)=x.

b-Déterminer alors f-1(x) et g-1(x).

flx
3°/0On considére la fonction h définie sur [0,+ o [ par h(x) = 1(( )) .
g (x
X _ e*X
a-Montrer que pour tout x >0 : h(x) = —— et que h?*(x) < 1.
ex+e ™

b-Calculer l'intégrale : I= j h(t)dt

4°/a-Montrer que pour tout xe[0,+o [ : h’(x) = 1 — h?*(x).

b-Montrer que h admet une fonction réciproque h-! et vérifier que h-1(0) =

c-Montrer que h-! est dérivable sur [0,1] et que pour tout x€[0, 1[: (h1)’(x) = 1_1X2 .

11 ., 1
1-x2 2(1+x) 2(1-x)’

C/ 1°/Soit n un entier naturel non nul , On définit sur [0,+« [ les fonctions F, par :

5°/En remarquant que : Calculer h-1(x) pour tout xe|0, 1].

Fo(x) =.[:dt et pour toutn >1 : Fn(x)=j: (h(t))"dt.

a-Justifier ’existence des fonctions Fu.
b-Montrer que pour tout neIN* et xe [0,+o [ : Fu(x) < x(h(x))" et que LimF,(x)=0.
n—+ow

2°/a-En utilisant B-4°/a) , Montrer que pour tout n>2 : Fy(X) - Fn2(x) =
- )™

b-Montrer que pour tout n >1: F, (x)=x— sz—(h(x))zk ' et que Fonii(x)= j h(t)dt — z (h(x))2< .
3°/On définit sur IN* les suites (Uy) et (Vy) par :
n n 1
et Vo= 3 —1 .
zl (2k- 1)32k ! z 2k32%k

a-Montrer que L1mUn Log\/a etque L1mVn Log(—= \/_

n—>+oo



PROBLEME :2
Partie :A

n

six=0
ex -1

Soit n € IN tel que n > 2 et {, la fonction définie sur IR par : fu(x) =

fa(0) =0

et (Cn) sa courbe dans un repére orthonormé (O, 1,3 ).
1°/a-Montrer que f, est continue en O.

b-Etudier la dérivabilité de f, en O (On distinguera lescasn=2etn >2).
2°/Soit h, définie sur IR par : hy(x) = (n — x)ex - n.

a-Dresser le tableau de variation de hx.

b-Vérifier que pour tout n >2 : en! - n >2. Déduire que I’équation hy(x) = 0 admet dans IR deux
solutions O et a, et que:n-1< a, <n.

c-Dresser , suivant la parité de n, le tableau de variation de f,.
3°/a-Montrer que fo(an)=al ' (n - an).

b-Tracer la courbe (Cz) de la fonction f> (On précisera la tangente en 0) et on prendra a,~ 1, 6).
Partie :B

1

On posepourn 22 : I, = .[Longn(x)dx .
1°/Montrer que (I.) est décroissante.

2°/En déduire qu’elle est convergente.

1 [ 1 _(Logz)“”]<I _1 (Log)™

o _ > .
3°/a-Montrer que pour toutn >2 : 1| as1 ] ] ]

b-Calculer alors Lim I, .

n—»>+ow

Partie : C

2Logx
Soit F la fonction définie sur [1,+« [ par F(x) = .[LO ¢ f (t)dt
gX

C2
e -1

1°/a-Montrer que pour tout X €] 1,\/E [ il existe un réel c €[Logx , 2Logx] tel que : F(x) = Logx

(Logx)® _ F(x) _ _4(Logx)’

CLAUe et x 1T x—1px A1)

b-Montrer alors que F est dérivable a droite en 1 et calculer Fq’ (1).

. . () = (LOgX)?
2°/a-Montrer que F est dérivable sur |1,+o[ et que F'(x) = m(? -x).

4(L 3 Logx)3
(Logx) <F <(ogX) _

_ >e2 -
b-Montrer que pour tout x >e e (x) < —

c-Dresser le tableau de variation de F ( On ne calculera pas F(7) ).



PROBLEME :3

A)On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = (1 + x)e2x et on note (C) sa courbe dans un repére
orthonormé (O, i,]’).
1°/Etudier les variations de f.
2°/a-Ecrire une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse O.
b-Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = f(x) + x + 1. Calculer g’(x) et g”’(x) et en déduire le signe de
g'(x).
c-Etudier la position relative de (T) et (C).
3°/Tracer (T) et (C).

B)Pour tout entier naturel non nul n on considére la fonction f, définie sur IR par fu(x) = (1 + %)“ e >*

et on note (C,) sa courbe dans le repere (O, 1,3 ).

1°/Etudier , pour n > 2, les variations de f, ( on distinguera les cas n pair et n impair).
2°/Montrer que toutes les courbes (C,) passet par un point fixe A que 'on déterminera et qu’elles
admettent en ce point une tangente commune dont on donnera une équation cartésienne.
3°/a-Etudier la position des courbes (C,) et (C»).
b-Tracer (Ci) et (Cy).
4°/Calculer l'aire de la partie du plan limitée par les courbes (Ci) , (Co) et les droites d’équations : x = -1 et

x = 1.
C)Pour tout entier naturel non nul n on pose I, = '[Onf a(t)dt.

1°/Interpréter géométriquement le réel L.
2°/a-Montrer que pour tout réel positift: 1 —t < l_nltt <1.

2 2
b-En déduire que pour tout réel positif x : x - % <Log(l+x)<x etque x —;—n <nLog(l+ %) <x

x2

n -x-—
c-Montrer alors que : I e ndx<I,<1l-e™.
0

3°/a-Montrer que pour tout réel positifx: 1 —x < ex .,

X2
X - o= no_ X2 _
2ndxzj(eX———eX)dx
0

. oy X n
- & = . -2 < 2n
b En dedulre que€ pour tout reel p031t1f x:1 D) s e et que IO € )

—-n

A H . 1 1 n
- n > —_ = —_ ==
c-Déduire alors que : Iph >1 + ( + 2 )e

4° /Montrer que la suite (In) est convergente et calculer sa limite.
PROBLEME :4
Partie :A

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = (x + % ) ex - % six<O0

= —Log(1+ X) six >0
X

f(x)

et on désigne par (C) sa courbe dans un repére orthonormé (O, i,]’) unité = 2 cm.
1°/a-Montrer que f est continue sur IR.
b-Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles |-, 0] et] O, + o[ et calculer f(x) sur

chacun de ces intervalles.



2°/a-Montrer que pour tout réel, positift: 1 -t < 1 }r " <1 -t+t2

2 2 x3
b-Déduire que pour tout réel positif x : x - % <Log(l+x) < x- % + 5

c-Montrer alors que f est dérivable en O et que f(0) = -1

N

3°/Soit h la fonction définie sur IR+ par h(x) = ﬁ - Log(1+ x).

a-Etudier les variations de h et en déduire le signe de h(x).
b-Dresser le tableau de variation de f et tracer sa courbe (C) et la tangente a (C) au point d’abscisse O.

c-Calculer en cm? l’aire de la partie du plan limitée par (C) et les droites : y =0 ,x=-1etx =0.
x+1
4° /Pour tout réel positif x on pose : F(x) = .[ f(t)dt.

a-Montrer que F est dérivable sur IR+ et que F'(x) = f(x + 1) — f(x).
b-Donner le sens de variation de F.

c-Montrer que pour tout réel positif x il existe ¢ € | x, x+1][ tel que F(x) = f(c). Déduire alors la limite de

Fen+ «.

Partie :B
1
On désigne par g la restriction de f sur l'intervalle [0, 1] etI = .[Og(x)dx .

1°/a-Montrer que pour tout réel positif t et que pour tout n € IN*:

_l)ntn
]_ —1_ 2 _ 43 _1\yn-1yn-1 (
T+ 1 1-t+t2 -3+ +(-1)"'t +1+t
b-En déduire que pour tout réel x €[0, 1] et pour tout n €IN* :
B X t dt %2 X3 N lxn
Log(l + x) = Pa(x) + (-1) ), 75 ¢4t avec Pu(x) = x - o T T +(-1) o
1 1
2°/On pose pour neIN* : U, = IO“ g(x)dx et V, = L g(x)dx .
a-Vérifier que pour tout x €[0, 1] : Log2 < g(x)< 1.
b-Déduire que : Log2 <U,<l.
n n
c-Calculer LimU, et en déduire LimV,
n—+ow n—+ow
° x 1
- . < < —=
3°/a-Montrer que pour tout x €[0, 1] : 0_I01+tdt_ 1
b-En déduire que pour tout x €]0, 1] : | g(x) - Pu(x) | < 1
’ X (n+1)x
o % X2 X3 nflxn
4°/On pose pour neIN :Sn(x)=x—§+?— ......... +(-1) P
a-Montrer que pour tout neIN* :
1 Logn Logn
+ Su(+)- <
Va Sn(n) Nl < Saf(l) Vn+Sn( )+r1+1
xk Xk+1
\Jarifi o >
b-Vérifier pour tout xe [0, 1] et pour tout keIN* : K k1P

c-En déduire que pour tout réel x € [0, 1] et pour toutn € IN*: 0 <S,(x)<x.
(On distinguera les cas n pair et impair).

d-Déterminer alors L1mSn( ) et en déduire LimSy(1).

n—+oo n—»>+ow



PROBLEME :5

X

A /O considére la fonction f définie par f(x) = . et on note (C) sa courbe dans un repére orthonormeé

er
(0, i,j).
1°/a-Vérifier que f est une fonction paire.
b-Dresser le tableau de variation de f .
c-Tracer sa courbe (C).
2°/Soit h la restriction de f a IR+.
a-Montrer que h réalise une bijection de IR+ su un intervalle J que l'on précisera.
b-Calculer h-1(x) pour tout x € J.

c-Tracer la courbe de h-! dans le méme repére.

B/Soit F la fonction définie sur IR par F(x) = .[: f(t)dt.

1°/Montrer que F est impaire.

2°/Soit G la fonction définie sur | 0,1 [ par G(x) = F(Log(tgx)).
a-Montrer que G est dérivable sur | 0,1 [ et calculer G’(x).

b-Montrer que V x €] 0,2 [: G(x) = x - % :

Log./3
3°/a-Calculer l'intégrale : I = .[o gff(t)dt.

b-En déduire que : .[Logff(t)dt = % .
Logﬁ

f(x)
C/soit neIN* | On consideére la fonction H, définie par : Hy(x) = Il (1+ Logt)~dt.

1°/Montrer que H, est définie sur IR et qu’ elle est paire.

2°/a-Montrer que pour tout réelt > 0 : 1 + Logt < t.

b-En déduire que quelque soit n € IN* : 0 <Hy(0) < W . Calculer LimH,(0).
n+ n—>+o

3°/Calculer Hi(x) et montrer que LimH,(x) = % .

X—>+00
4°/a-Montrer , a I’'aide d’une intégration par parties, que VnelIN* :
Hunni(x) = f(x)[1 + Logf(x)]»*! - (n + 1)Ha(x).

b-Montrer que Liror}x(l + Logx)m =0.

c- Montrer, par récurrence , que Hp admet une 1 imite finie et non nulle lorsque x tend vers + .

(On notera L, cette limite ).

!
d-Montrer que pour tout neIN* : Lp+1=-(n +1)L, et que Ln=(-1)n*1 % :



PROBLEME 6

A/ On considére la fonction f définie sur IR+ par : f(x)=Log(x+,/x%+1)

1°/Etudier les variations de f .

2°/0On désigne par (§) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, 1,3 ).

a-Tracer la courbe (§).

b-Calculer l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (§)et les droites d‘équations respectives :

x =1, x=2ety=0.

3°/a-Montrer que f réalise une bijection de IR+ sur un intervalle que ’on précisera.
b-Montrer que pour tout x IR+ : %(ef(x’ —e™)=x .

c-Déterminer alors f1(x).

X —-X

B / On considére la fonction h définie sur [0,+ [ par h(x) =

-x °

ex +e
1°/a-Montrer que pour tout xe[0,+o [ : 0<h?(x) < 1.
b-Calculer l'intégrale : I= j OLogﬁ h(t)dt.

2°/a-Montrer que pour tout xe[0,+o [ : h'(x) = 1 — h?(x).
b-Dresser le tableau de variation de h.

c-Montrer que h admet une fonction réciproque h-! et vérifier que h-1(0) = O.

d-Montrer que h-! est dérivable sur [0,1] et que pour tout x€[0, 1[: (h!)’(x) = 1_1X2 .

o 1 1 1 B
3°/En remarquant que : -3 ~2(i+%) + 21-%" Calculer h-1(x) pour tout xe|0, 1] .

C/ 1°/Soit n un entier naturel non nul , On définit sur [0,+« [ les fonctions F, par :
Fo(x) =.[:dt et pour toutn >1 : Fn(x)=j: (h(t))"dt.

a-Justifier ’existence des fonctions Fu.

b-Montrer que pour tout neIN* et xe [0,+o [ : Fu(x) < x(h(x))" et que LimF,(x)=0.

2°/a-En utilisant B-2°/a) , Montrer que pour tout n>2 : Fy(x) - Fra(x) = - t(h(x))“’1 .

. ! 2k-1 = (F 1 2k
- > = E Fons )
b-Montrer que pour toutn >1: F, (x)=x kzl—(QI 7 h(x)) et que Fan+i( x) .[O h(t)dt 23] (h(x))

3°/On définit sur IN* les suites (Uy) et (Vi) par :

_N\ 1 N1
Up=Y —1 et Vy=y —L__.
z (2k-1)3%1 kzl 2k32%k

k=1

a-Montrer que LimUn=Log\/§ etque Lim Vn=Log(%).

1 .
k3k

2n
b-En déduire Lim z
k=1

n—+ow



PROBLEME 7

A°/ Soit f la fonction définie sur | -1,+o [ par:

{ f(x)=%Log(1"'—X si-1<x<0

1-x
flxy=1-ex six >0

On note § sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,i ,3’ ),unité graphique 2 cm.
1°/a-Montrer que f est dérivable en O et calculer f ’(0).

b-Dresser le tableau de variation de f.
2°/a-Etudier les variations de la fonction u définie sur ]-1,+o [ par u(x) = f(x) - x.

b-Déduire la position de (§) par rapport a la droite (A): y = x.

c-Tracer (§) et (A).
3°/a-Montrer que f réalise une bijection de |-1,+ o [ sur un intervalle J que l’'on précisera.

b-Soit g la fonction réciproque de f. Expliciter g(x) pour tout x dans J.

c- Tracer § dans le méme repére.
d-Calculer en cm? l'aire de la partie du plan limitée par §,§, etles droitesx=1ety = 1.

2n
0 X
B°/ On pose pour toutn>1: S, = %+; 1 1 et Rﬂ:J" dx .

+——+ + —
3.28 5.25 (2n-1). 2201 5 1-x

X2n 4 X2n
<

1°/a-Montrer que pour tout x €[- %, O] ona: x2n <

“1-x2 7 3
Ad11i . 1 1
b-En déduire que€ pour toutn>1 on a: W < Rnp < W .
c-Calculer alors lim R;.
n—+o
x2n
2°/a-Montrer que pour toutx €]-1,0] on a : f'(x) = 1+x2 + x* + ... +x2n2 + T

b-En déduire que ( Sn ) est convergente et calculer sa limite.

1

1-+
° . . . = n = n
C°/Soit n un entier naturel non on pose : Un Yol et I .[o g(x)dx .
no-1
1°/a-Vérifier que pour toutn >2ona: Uy, = } o)
n-1
b-En déduire que pour toutn >2 on a : Logun = 1 g(ﬁ)_
|

2°/a-Montrer que pour tout k € {0,1,2,...,n-2 }on a :

k+1
14k 1 5k+l
L gk sjﬁn glx)dx <L gy,

b-En déduire que pour tout n >2 on a : Log un +i Logi < I, < Loguy.

3°/a-Calculer I, en fonction de n.(on remarquera que pour x #1 : ﬁ =-X+7 _1 - )

- 2 1 * . _l l l< < _l
b-En déduire que pour toutn € IN*: 1 — + rlLogn_ Logun <1 =

c-Montrer que la suite (un) est convergente et calculer sa limite.



PROBLEME 8
Partie A :

soit f la fonction définie sur l'intervalle I = [—% , %[ par f(x) = /1+tgx et (§) sa courbe représentative dans

un repere orthonormé (O, 1,3 ).
1°/a-Montrer que f est dérivable sur |- % , %[ et calculer f’ (x).

b-Etudier la dérivabilité de f a droite en —1' et interpréter graphiquement ce résultat.

4
2°/Dresser le tableau de variation de f et tracer sa courbe.
3°/a-Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J que 'on précisera.
b-Soit g la fonction réciproque de f . Calculer g(0) , g(1) et g(\/a ).
c-Tracer la courbe (§’) de g dans le méme repere que ().

2x

4° /Montrer que g est dérivable sur J et que pour tout xedJ : g'(x) = < _ox’ 10"

2n
o . . s _ 1
5°/Soit (Uy) la suite définie sur IN par U, ] 1;lg(k) .

a-Montrer que pour tout neIN : g(n) < U,<g(2n) .
b-En déduire que (Un) est convergente et calculer sa limite.

Partie B :

Soit h la fonction définie sur IR+ par : h(x) = = g( 1+%) six > 0.

1°/a-Montrer que h est continue sur IR .

1

b-Montrer que h est dérivable sur IR*. et que h’(x) = — 25211)

2°/a-Soit x un réel strictement positif . En utilisant le théoréme d’accroissement finis montrer qu’il existe

- It __ X
un réel c €]0,x [ telque h(a) 4 3+ 1)
b-En déduire que h est dérivable a droite en O et que h’q(0) = - %

c-Dresser le tableau de variation de h.

3°/a-Montrer que ’équation h(x) = x admet dans IR+ une solution unique a et que a €]0,1].
b-Montrer que pour tout x dans IR. : |h'(x)|< %

4°/Soit (Va) la suite définie sur IN par : Vo un réel positif différent de a et pour tout entier naturel n : Vps1 =

h(Vy).
a-Montrer que pour tout nelN : |Vn+1 - a| < % |Vn - a| .

b-En déduire que (Vn) est convergente et calculer sa limite.
PROBLEME 9

1 . _n
—tgx six#-o5.

Soit f la fonction définie sur I = [—% ,%[ par : f(x) =

f-3) = o.



1°/a-Montrer que f est continue sur I.

b-Etudier la dérivabilité de a droite en (- %).

c-Dresser le tableau de variation de f.
2°/a-Montrer que f réalise une bijection de [ sur [ O, +[. On note g sa fonction réciproque.
b-Tracer dans le méme repére les courbes de f et de g.

1

c-Montrer que g est dérivable sur [ O, +o[ et que pour tout x > 0 : g'(x) = % —ox il

3°/a-Soit neIN . Montrer que ’équation f(x) = n admet une solution unique x; .
b-Déterminer Xo et x;.

c-Montrer que la suite (Xn) est strictement croissante puis qu’elle est convergente.

d-Montrer que pour tout neIN* : tg(x,) = 1 - % Déduire la limite de (xn).

4°/0On pose @(x)= g( ) pourxe[—%,%[.
a-Montrer que @ est dérivable sur [—% ,%[ et que @’(x) = 1.

b-Montrer que la fonction : X > @(x) - x est constante sur [—% ,%[ et déterminer cette

constante.

c-Montrer que pour tout neIN* : x, = g(1- 2—1n)+% .

d-Retrouver alors la limite de (xq).

2_ L et k(x) = g( 1-/h(x)).

5°/Soient h et k les fonctions définies sur [%,4—00[ par h(x)=
a-Déterminer 'image de [l,+oo[ par h.
b-Montrer que k est continue sur [l,+oo[ .

c-Montrer que k réalise une bijection de [l,+oo[ sur ]—— 0]

1, (1-tgx)?

1-2tgx ).

et que pour tout xe]-I,0] : k(%)= (

PROBLEME 10
Partie :A

On considére les fonctions f définie sur | O, 4 | par {(x) = % et (§) sa courbe représentative dans un
X—X

repére orthonormé (O, 1,3 ).
1°/a-Montrer que f est dérivable sur | O, 4 [ et calculer f(x).

b-Dresser le tableau de variation de f.
2°/a-Montrer que f réalise une bijectionde | 0 , 4 [ sur IR.

b-Soit g la fonction réciproque de f . Monter que pour tout xeIR : g(x) = % +2.
+X

3°/Montrer que l'’équation f(x) = x admet dans | O , 4 [ une solution unique a et que a > 2.
4° /a-Ecrire une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 2 .

b-Etudier la position relative de (T) et (§).
c-Tracer (T), (§) et (§’) la courbe de g .



Partie :B

Soit (Un) la suite définie sur IN par : U, un réel supérieur strictement a a et pour tout neIN :
Un+1 = g(Un).

1°/Déterminer le signe de g(x) — x pour xeIR.

2°/Etudier le sens de variation de (Uy).

3°/Montrer que (Un) est convergente et calculer sa limite.

Partie :C

Soit h la fonction définie sur ]—% ,%] par: h(x)= g(Q?ch) sixe ]—%,%[.
h(%):%.

1°/Montrer que pour tout xe ]—%,%] : h(x)= 1+slinx

it I

2°/Montrer que réalise une bijection de |- A

| sur un intervalle J que ’'on précisera.
3°/Soit h-! la réciproque de h
a-Calculer h-1(2) et h-1(2 + ,/2).

b-Etudier la dérivabilité de h-! sur J et déterminer sa fonction dérivée .



